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konstanten Wert ¥, — ny; auslduft, steigen unsere
Dispersionskurven weit {iber diesen Wert hinaus und
erreichen zwischen der K-Kante und den L-Kanten
ein Maximum, das beim Tellur hoher als ¥ liegt
und beim Wolfram beinahe bis an diese Grofle her-
anreicht. Es scheint daher nicht méglich, die Zahl
der K-Dispersionselektronen in der bisherigen ein-
fachen Weise experimentell zu bestimmen, wie dies
ohne Kenntnis des Einflusses der anomalen L-Dis-
persion versucht worden ist®. Wahrend fiir Tellur
noch keine experimentellen Werte der Dispersion
vorliegen, haben Brentano und Baxter® bereits
vor ldngerer Zeit Dispersionsmessungen an Wolfram
in der Nahe der L-Kanten ausgefiihrt. Diese (durch
xx in das Wolfram-Diagramm eingetragen) besté-
tigen die von uns gefundene Uberhshung des Disper-
sionsverlaufs zwischen der K- und den L-Kanten.
Die beiden MeBpunkte in der Nahe der L;-Kante
liegen allerdings etwas zu tief, wihrend die beiden
MeBwerte auf der langwelligen Seite der L-Kanten

5Vgl. R. W. James, The Optical Principles of the
Diffraction of X-Rays, London 1950.
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wieder befriedigend mit unserer Kurve iiberein-
stimmen. Man beachte, daB in diesen langwelligen
Spektralbereich bereits die anomale Dispersion der
M-Schale einwirkt, die in der vorliegenden Unter-
suchung nur teilweise beriicksichtigt werden konnte.
Die beziiglich der gesamten anomalen M-Dispersion
korrigierte Dispersionskurve wiirde analog den oben
besprochenen Verhéltnissen an der K-Kante nach
hoheren F-Werten hin verschoben werden, also zu-
gunsten der beiden auf der langwelligen Seite der
L-Kanten gefundenen experimentellen Werte.

Eine ausfiihrliche Mitteilung mit Darlegung des
Rechenganges erfolgt demnéchst in der ,,Zeitschrift
fiir Physik*.

Herrn Prof. H. Hénl danken wir an dieser Stelle
fur die Anregung zu dieser Arbeit und sein forderndes
Interesse. Fiir die grofiziigige Unterstiitzung der Ar-
beit durch die Deutsche Forschungsgemein-
schaft sei dieser ebenfalls bestens gedankt.

6 J. Brentano u. A. Baxter, Z. Physik 89, 720
[1934].

Elektronenzustinde kubischer Kristalle in Brillouinscher Naherung*

Von J. Homirius

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Miinster i. Westf.

(Z. Naturforschg. 8a, 432—441 [1953]; eingegangen am 29. Mai 1953)

Eigenfunktionen und Energieflichen fir die kubischen Gitter I, I’ und I,” werden
in erster Brillouinscher Naherung behandelt und insbesondere fiir das kubische Flichen-
gitter naher untersucht. Es werden die Energieaufspaltungen in den Umgebungen der
ersten sechs Resonanzstellen berechnet und Energiebdnder lings charakteristischer Ge-
raden auf den Begrenzungsflichen der ersten Brillouin-Zonen graphisch dargestellt.

ur Berechnung der inneren Feldemission in Ein-

kristallen nach dem Houstonschen Ansatz!s?
ist die Kenntnis der Elektroneneigenfunktionen im
Kristall und besonders der dazugehérigen Energie-
werte in Abhéngigkeit von den Impulsen bzw. Wel-
lenzahlen notig, und zwar kommt es besonders auf
die Verhiltnisse an den Bandgrenzen an. Aus den
vorhandenen Rechnungen lassen sich meist nur der
Energieverlauf lings Geraden, welche innerhalb der
Zonen liegen, und die Wellenfunktion fast stets nur

* Erster Teilauszug aus der Dissertation, Miinster
i. Westf.
IW.V. Houston, Physic. Rev. 57, 184 [1940].

fiir bestimmte Punkte des Wellenzahlraumes ent-
nehmen. Eine fiir den ganzen Wellenzahlraum giil-
tige Losung wurde von Slater? angegeben, doch
ist sein Potentialansatz zu speziell, da er nur Fou-
rier-Koeffizienten v, enthélt; die resultierenden
Funktionen sind fiir unsere Zwecke zu schwer zu
handhaben. Um Wellenfunktionen und Energiefla-
chen in einer moglichst einfachen analytischen Ge-
stalt zu gewinnen, welche die etwas komplizierten
Operationen der Houstonschen Theorie zuldBt,

Homilius, Z. Naturforschg. 7a, 290 [1952].

3J. C. Slater, Physic. Rev. 87, 807 [1952].
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ELEKTRONENZUSTANDE KUBISCHER METALLE

wird im folgenden das Problem in der Naherung von
freien Elektronen behandelt. Dabei miissen wir aller-
dings, um fiir den ganzen Wellenzahlraum hand-
liche Funktionen zu erhalten, auf den Grad von
Exaktheit verzichten, welcher mit verschiedenen
anderen Methoden fiir spezielle Wellenzahlen er-
reicht wurde. Doch wird die hier angewandte erste
Brillouinsche Néherung fiir spezielle Fille eine be-
friedigende Beschreibung darstellen, wie Fues und
Statz* gezeigt haben.

Wir beschrianken uns auf kubische Kristalle vom
Typ ', I’/ und I' ”” und nennen a die Seitenlinge
des elementaren Wiirfels. Um die Formeln méglichst
zu vereinfachen, messen wir die Lénge in Einheiten
a/n, die Wellenzahl f in Einheiten 7/a und die Ener-

gie in Einheiten
3 4\2
(T) eV (1)

(m = Elektronenmasse). Die Schrédinger-Gleichung
nimmt dann folgende Gestalt an
(H—E@®)?(r,5)=0.

Darin ist H = H° +V (r) mit

A W :
—5 — % undV (vr) = — Z v, €8T,
aF0

3
g= D g'0, (4 ganz). (3)
=11

;-

Bei diesem Ansatz des periodischen Potentials V (r)
des Gitters werden fiir einen Isolator die niedrigst
indizierten Koeffizienten v, positiv. Die Blochsche
Wellenfunktion im Energieband sei

¥ =g &l (4)

mit f als nichtreduziertem Wellenzahlvektor. y, sei
im Elementarvolumen Q, = a3 bzw. in unseren
Einheiten = 73 normiert.

Die Abhingigkeit der Energie von der Wellenzahl,
welche beim freien Elektron parabolisch ist, wird
durch die Braggschen Reflexionen lings der sog.
Brillouin-Ebenen {ml m? m3}

mk, +m2k,4+m3k, = |m|*> (m!ganz)

()
aufgespalten (Abb. 1). MaBgeblich fiir die GroB3e der
Aufspaltung ist der zugehorige Fourier-Koeffizient
vy, des Potentials. Wir betrachten speziell die Fou-
rier-Komponente

me = — Upmoo (eZimx 4 e—ﬁimx)'

(6)

4 E.Fues u. H. Statz, Z. Naturforschg.7a, 2 [1952].
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Sie bewirkt eine Aufspaltung in der Umgebung der
Ebene {m 00}; wir greifen als ,,Resonanzstelle” (=
Punkt im Wellenzahlraum mit mindestens einfacher
Entartung) den Punkt f” = (m00) heraus und
schreiben den allgemeinen Vektor f mit ") = (47,
AP, A) in der Form:

RS ™)
Bei £ sind die Wellen mit den Wellenzahlvektoren
f und f — 2 m b, entartet. Die Energieaufspaltung

y
4y
{11}
{ow} p
2 4 .
{io} %o
% ?
7,
4 ke
{00}
{100}
{70} {rio} |{w0}

Abb. 1. Erste B.-Zone des Gitters I, in der Ebene
k, = 0 mit den B.-Ebenen vom Typ {100} und {110}
und der Vektorzerlegung f = £, + f,'*'.

ist bekanntlich?®

(0 . _ /9 A3 y
E’z = E( ):F“'maca Emg = ]/ m:AZx B v:m()()

(8)
mit der mittleren Energie
02 f (02

=B =—+—F—% 6
Die zugehorigen Funktionen haben die Gestalt
1
Xy = Jme ku(m) (10)
mit
V22u @) = Y14 yme+ V1 —yma €277, a1

—2imx

- lrl —Vma =S ]/1 +y'm:; € )

m A,

/2 (m 2) =

yma: - Elnx

Die Teilfunktionen (11) erster Brillouinscher Néhe-
rung bilden die Grundlage der folgenden Rechnun-
gen, welche successiv verschiedene hohere Braggsche
Reflexionen beriicksichtigen, jedoch ebenfalls nur
in dem gleichen Grade der Néaherung.

5 A. Sommerfeld u. H. Bethe, Handb. d. Physik
24 11, 333, Berlin [1933].



434

Fiir die spateren Untersuchungen werden die Ma-
trixelemente der Funktionen (11) bendétigt:

0 yu
(Zos 2u) = 05 (gus 7u) = 7 (7,35, 8__4,) =0;

M Vg

9 %0 0 xu
(Zwm): - (%O’ 5——1: =X, X, =

2 Emg
(12)
Das durch die Klammern angedeutete innere Pro-

dukt der Funktionen enthilt eine eindimensionale
Integration iiber x von 0 bis 7.

1. Kubisches Gitter I', in

zweidimensionaler Betrachtung

Den Ubergang zum ebenen Problem erreichen wir
dadurch, daBl wir als Resonanzstelle den Vektor
£ = (110)* herausgreifen (Abb. 1). Da die f{
Ortsvektoren des Wellenzahlraumes sind, kénnen
wir die Endpunkte mit P, bezeichnen. Dann liegt
der zu £? gehorige Punkt P, auf der von den Ebe-
nen vom Typ {100} be-
grenzten wiirfelférmigen
B.-Zone, und zwar in der
Mitte der Kante zweier-
Begrenzungsflichen,nim-
LA lich der {100}- und {010}
i Fliche (Abb. 2). Zu
wahlen wir den variablen
Jektor f{*) so, dal er sich
nur in der Ebene k, = 0
bewegt:; er habe die Ge-

z

Abb. 2. Erste B.-Zone des
Gitters I, mit den Punk-

stalt {2 = (4,,4,,0). Bei
t? sind die folgenden vier

ten P,= (000), P,=(100), Wellen entartet: f, f —2b,,

P,—(110) und P,= (111).

=20y, £—2(b + by.

Die Vektoren b, by, b, sol-
len dabei, entsprechend Abb. 1, die Grundvektoren
des reziproken Gitters sein. Die mittlere Energie
E® = E (t2, 1) der vier Wellen zeigt als Funk-
tion von f{¥ einen parabolischen Verlauf analog zu
(9). Die Abweichung der Energie einer einzelnen
Welle von der mittleren Energie der vier Wellen ist
eine lineare Funktion von A, und A, (Abb. 3). —
Die Hamilton-Funktion des Schrodinger-Problems
(2) setzt sich nun aus H® und H' zusammen:

H'= Vz e Vu 55 Vz> Vx1: - leO(eZirl_f_ e—Zirl)' (13)

* Mit (V) werde der Vektor (100) in Tab. 1 und 2
bezeichnet.
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Der Stérung H° 4+ H' kann man durch den folgen-
den Produktansatz aus den Funktionen (11) Rech-
nung tragen:

1 i

ZIZW Zu(x)Xu(y): AIZEI‘E(Z):_Sm_Eyy
1 —

Xzz'ﬁlo (@) xu @) 5 AzzEz_E(Z):‘J:‘S:c_Sy,

1 _—
X3:W7Cu(x)lo(y)a A3=E3—E(2)=—gz+g",

1 -
1= 10 @20 4), Ay=E,—E?® = +e5+ .

(14)
E_E-(Z)

Ax

Abb. 3. Abweichungen der Energiewerte von der mitt-

leren Energie E® fiir die vier in P, voll entarteten
ebenen Wellen iiber der Ebene k, = 0.

Darin sind 4, die Abweichungen von der mittleren
Energie £ ; die GréBen ¢,, (x, = , y, z) sind durch

&n = T l/zzwz + v00
definiert. Den Verlauf der Energieflichen {iber E®
in der Umgebung der Resonanzstelle f{? gibt in die-
sem Grade der Naherung Abb. 4a und 4b. Um auch
den Fourier-Koeffizienten v;;, zu beriicksichtigen,

miissen wir die Hamilton-Funktion aus den Teilen
H° H!' und H? additiv zusammensetzen mit

(15)

H22V3+Vy _}_Vz’
Vo = — 130 (62"11—1 0. e“zi’l~l)
,(ezizHl +e2izl+1), (16)

Fiir die Eigenfunktionen machen wir den Ansatz

4
Y=etr ) ozt (17)
r=1
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Fiir ¢ erhalt man folgende inhomogene Diffgl.

4

(B2 —Hyp=¢v* > (4, — i+ H)ary,. (18)
r=1

Darin sind 4, die Abweichungen von der mittleren

Energie nach (14) okne, A die Abweichungen von der

mittleren Energie mit Beriicksichtigung der Stérung

(T‘rlm) = (Xr’ szm) = ==

worin
Ay V100

Vyap ———=
110 ez &y ’

2
_ Voo _
U = vy ety ’ Yy ==
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H2. In iiblicher Weise entsteht durch Orthogonali-
sierung fiir die o” das Eigenwertproblem

4
Z [(}“ St Ar) 6rm - T2rm] a™=10

Die Eigenwerte A, bestimmen sich aus der Sikulargleichung von (19)

[(A +u)® — (2 + £,)°] " [(A — u)® — (e, — &,)°] = B (4),

R(A) =222 (v, + v,2 + w?) — 2 (v,2 — v,2) (6.2 — &,2) — 2w? (e,2 + ¢&,7)

Sie ist als Gleichung vierten Grades in 4 zwar exakt
auflosbar, liefert jedoch die funktionelle Abhéingig-
keit von f? in zu komplizierter Weise, als daBl wir
sie fiir unsere weitere Rechnung verwenden kénn-
ten. Wir suchen daher Naherungslosungen fiir kleine
Werte der Parameter v,;o, 4, bzw. 4, und 4, — 4
Eine erste Naherung in v,,, ist sofort angebbar:

Y-

AI:Al—uI
Ay = A5 +u
l:=A:+u + 0 (v%y0) - (23)
).4=A4—ul

Um hohere Naherungen zu erhalten, fithren wir
einen iterativen Ansatz durch, und zwar speziell fiir

J, und 4,

(2 4 u) — (ext€,)2 =R (3) [ [(A— u)® — (e, —&,)7]
(24)

(fiir 4, und 2; entsprechend), welcher zu folgenden
Entwicklungen von 4, in den Koeffizienten von v,,,
bis zu Gliedern vierten Grades fiihrt:

Abb. 4. Energieflichen in Einheiten v,,, iiber der Ebene

» = 0 in der Umgebung von P,. Aufgetragen sind die
Abweichungen von der mittleren Energie E'*. (a)
Erste Zone, (b) zweite Zone bei Beruicksichtigung von
V1005 (C) erste Zone, (d) zweite Zone, (f) dritte Zone, (e)
vierte Zone bei Beriicksichtigung von v, und vy,

r=1
(m=1,2,34) (19)
mit der Matrix
U vy vy W
Vp—uU W —y -
vy w—u—uvg |’ ()
W —v—vy; U
Ay vy 4,4, .
’U" == vllO _—81: 8]/ , W= ?"110 e2ey ” (21)
(22)
—2u 2w+ v,2 +v,2) —2w? (v, + v,2) —wt — vt —ut.
48y /10 Ay [Vigo
-4 -2 2 *. -4 -2 2 '
Yy ¥V N Y By <
AL TINAN 2
AL TIRN 2 |l 2
(A X AN NN ~ /
Jard AVATA\ M L/ o
NINR VIV I 7 9 87 A2 G
\\\ N \ 3/ 7)// 2 /(2 7 '/"\ \‘Z
\\\\\‘\ j/"/(‘) /-'\2‘ -1,\
NNNLF YA, Z8HNNN}
a b
Ay Vi Ay/Y00
-y -2 2 " -y =2 2 ¥
7 ~ 5 S - >
4 ///\\ \\\\ o :\\ \{ L/ s
AN NN NN WP A4
77NN RN
(U ks NINLar  [NNSN Tl 7Y Foal s
NN/ T/ BT L AN e e
NTTA L, PN,
\\\\ ™~ /45//5/ 7 A i N
NN N A 4] A ol PR N .
c d
4 g e 2 ¥, 4 -2 A’{v’” 2 %,
L AAA T INNIN ~ Pl V%
V 7V N N N N, - 7
// ,/ // \\\\\\ 2 \\ - 1\ l’ 2
A A A NN NN L
D a NNNNMNAA A3 ar
\NEZ) Voo Y3 SN AA R
N LA, NN,
AN //'541 i /"\1 ™
A /j//ﬁ p - r2 4 ™ y
e f

(= v100/2).
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Ay ==

L |
4

+w? (1 -

] r.rg ] !/‘, - 2
—ull — 5 e F | (0 + €,)2

> . 9
v,2 14 __E v,2
1 v.2

xr

23 =u (l —5 oy 5

2 A e .2"}
“ (l “"x) e (1 "'y) . ]
(25)

Die aus diesen Gleichungen berechneten Energie-
flichen tiber der mittleren Energie sind in Abb. 4¢
bis 4 f fiir einen speziellen Wert des Parameterver-
haltnisses v;,/v,, angegeben.

Eine weitere Naherungslosung fiir kleine .1, ge-
winnen wir sofort aus (22), indem wir dort »,* und
w? vernachlissigen. Die Losungen lauten fiir v,
V310> 0:

y 2 BERY: 2

Ay = —vF l'—l e T (V100 + Vp30)* + 0 (43

-

Ar= vy F |42 + (V100 — t1p0)* 1 0 (d%,).

&y
€4

Eine analoge Néherungslosung fiir kleine /1, erhélt
man durch Vertauschung von /1, mit 1,.

SchlieBlich bekommen wir aus (25) eine Losung
auf der zu A, + A, = 0 parallelen Geradenschar,
indem wir den Scharparameter 5 durch A, = & — ,
A, =& + 7 einfithren und nach v, und # ent-
wickeln. Mit der Abkiirzung &* = & 4 v?, ergibt
sich (v, > 0):

U 100
Z; Y110 "2
3 - P t 11)()*‘52 (&2 + 4 'I'zl(m) A
F2 l &2 v+ . 5 + 0 (2, ),
1'2 £2
5 . 100 l_ 9 .3 o
A= Une Tz TV g =+ 0 (53, V) - (27)

Fiir 5 = 0 erhélt man aus der Sikulargl. (22) exakt
die Gleichung dritten Grades
(A4 v130)* — 2 (A + v139)* 0139 — 4% (4 + vy30)

-+ 850 U1° = 0 (28)
und die lineare Gleichung 2 — »;, = 0. (28) hat die
exakte Cardanosche Losung

§ =My —cox—z—”3 psin =
oy =" 2)peos 3 — 5 | psiny,

Uyge i 4 i 29
%:—T»}Wlpsm—g, (<3

< 1 a? l‘? 7 20
g = aresinx |~ x Ak = 2 Ty (29a)

., 73 I-) )2 Zi10)* f:’l
'I*@uol- U0 T \T3” *s'l,
55 % CiTT)
P =25+ %" 3

N f‘Vﬂ[P]—» "
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Man rechnet leicht nach, da3 eine Entwicklung von
(29) fiir kleine Werte von v,;, mit der Losung (27) fiir
1 = 0 tbereinstimmt. Der Verlauf der Energiebin-
der iiber den Verbindungsgeraden Py P, bzw. P, P,
kann mit Hilfe der Gln. (8), (26) und (27) berechnet
werden und ist in Abb. 5a und 5b dargestellt; bei
P, = (000) ist dabei die Energieparabel des freien
Elektrons verwendet worden.

0(1700) (110) (110) (100) (110)

a b c

Abb. 5. Energiebiander bei Gitter I, iiber den Geraden
P, Py, P, P, und Py Py v150=0,15 992 V392 vy, =4:2: 1.

Die zu den verschiedenen Eigenwerten 4; gehori-
gen Losungssysteme a;” von (19) sind durch die Zei-
len der folgenden Matrix gegeben:

1 Vg ’Uy w
2e, 2¢&, 2(e,+ &)
v, 0 20 w v, 0
e, N N 2N e, N ,
(@) =1 & w 20 v | TOw
eeN 2N N &N
—w vy, Ui
1
2(eq + &y) 28, 2, (30)
mit dem Normierungsfaktor
¥ o 102
N = 40-+T, 20 =1¢; — &y (31)

Die Beibehaltung des in v,,, quadratischen Terms w?
ist notwendig, weil 6 auf dem Geradenpaar 4,2 = 4,2
verschwindet.
Wenn wir darauf verzichten, die Stérung ¢ der
Jigenfunktionen mitzunehmen, lauten die neuen
Eigenfunktionen

mf



ELEKTRONENZUSTANDE KUBISCHER METALLE

(él ()2 = 1). (32)

2. Das raumliche kubische Gitter I,

Um in der Umgebung der Stelle P, = (111) (vgl.
Abb. 2) die Energiebinder nidherungsweise berech-
nen zu konnen, fiigen wir zu den bisher betrachte-
ten Stérungen

H3 = — O (ezu + e—2ix) (e‘.’.iy + 6*2"”)
(€2i% 4 e— 217 (33)
additiv hinzu. Folgende acht Wellen sind in dem
positiven Oktanten der ersten B.-Zone nadherungs-
weise entartet:
£LE—20,F —2b,,F —2b,,F —2(b, +by),
f—2 (b, + by), £ — 2 (b, + by), £ — 2 (b, 4 by + Dy).
Den Vektor f zerlegen w ir wie frither gemif} f = £,
B = [111), B9 = (A A0 -
D1e Storung H° und H' wird durch den in den drei

Koordinaten separierbaren Ansatz beriicksichtigt:

1
2= A (®) 2w (9) 1w ()

1
Y2 = yms o (@) xu (¥) " 2w (2)

4
n= 2 oy

r=1

1
%3 = s Xu (@) 2o @) 2u ()
1
2= s %0 (2) 20 (9) " 2u (2) (34)
A =E —E®=—¢,—¢,—e¢,,
ZZEng(:}):—F’Sx*‘EV*‘?z’
Ay=E, —E® = —¢, +e, —e&,,

Ay =E,—E® =4 ¢,4¢,—
A, sind wieder die Abweichungen von der mittleren
Energie E® der acht Funktionen; die fehlenden
Funktionen y; bis yg erhdlt man aus y, bis y,, indem
man y, (z) durch y, (z) ersetzt; in 4, bis A, ist analog
+ &, statt — &, zu setzen. Mit einem (17) entspre-
chenden Ansatz bekommen wir die neuen Eigen-

funktionen
8
T (o) = 1)
(2 @ .

aus dem linearen homogenen Gleichungssystem

8
n= 2 o'y

r=1

I [(A — A,) 8, — T

s rm
mit den Matrizen

sz = (xr’ H? Zm)r Tr;m == (x'r: H? Xm)-
Ihre wichtigsten Elemente sind

T?m] ar=0 (m =1, s .,8)
(36)

(37)
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v )
wr= — (1. V* 1) = v1p0 e, |€m
U — o H3 V209
=—(Hpn =uvn Cptyts (38)

u?¥ und »* erhilt man aus %, indem man zyklisch
x, y, z vertauscht. Fiir £?) = 0 sind nur die Diago-
nalelemente von 72 und 7 von Null verschieden.
Die naherungsweise Auflosung der Sikularglei-
chung des Gleichungssystems (36), welche quadra-
tische Glieder in v, und v,;;; vernachlassigt, liefert

= —ey—e,—&, —u” —u¥ —uf —U+ o (VP v*111)
g = = = = g
3 =— + - 4+ - + +
=k o = F B = =
s=— — + + + - + (39)
g =+ - 4 + — + —
p=== s s = = =
sg=+ + + — — - +.

Fiir unsere Zwecke wird es geniigen, das Koeffizien-
tenschema der a”, in der Naherung

& =07 4+ 0 (V30 ¥yyy) (m1=1,...,8) (40)
zu kennen. Der Energiebanderverlauf zwischen den
Punkten P, und P ist in Abb. 5¢ dargestellt; er ist

1| Anzahl Viel-
s | £,®) [;I der Aufspaltung fach-
-] Wellen heit
1| (100 2 + vy * je 1
2| (110) 4 — Vo 2 iy je 1
V110 2
3| (111) 8 — 3010t By to) | Jel
V110 == (V100 — V111) je 3
4 | (200) 6 — Vo — 4 V10 1
— Vayg F+ 2 vy 2
Uy 3
(223)
5 22 3 —Vapy |2V 0300/ 44208, | je 1
33 ) 1
(5 30) ~
6 | (210) 4 Va £ 201y je 1
V200 2

* Unter v ist jeweils der Betrag des Fourier-Koeffizienten zu ver-
stehen.

Tab. 1. Energieaufspaltung bei kubischen Gittern
fiir die ersten sechs Resonanzstellen.
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aus (26) und (39) zu entnehmen. Tab. 1 gibt neben
der Aufspaltung in f!) = (100) [vgl. Gl (8)] und
£?) [etwa aus Gl. (26)] u. a. die aus (39) zu entneh-
mende Aufspaltung in f,%.

3. Das flachenzentrierte kubische
Gitter I,

Die erste B.-Zone des Gitters I, wird begrenzt
durch die Flichen vom Typ {200} und {111} (Abb. 6).
Dagegen beriihrt die néchst héhere Reflexionsebene
vom Typ {220} nicht mehr die erste Zone. Neben der
Storung H? ist somit die Stérung H*

H :VZZ +V211 +V2z7

V2’”z = — vy (e2iT L eT4im)  (41)

fiir das Verhalten des Elektrons in erster Linie ver-
antwortlich. Weiter ist anzumerken, dal} theoretisch
beim kristallographischen B1-Typ (NaCl-Typ) stets
| Dago | > | v111 | ist. Fiir einen Vektor f im positiven
Oktanten der ersten B.-Zone wird im allgemeinen
eine 14-fache Entartung ndherungsweise eintreten,
d. h. es wird ein 15-facher Funktionenansatz not-
wendig sein mit ebenen Wellen, welche zu folgenden
‘ellenzahlvektoren gehoren:

[11f [2]F—40,,[3]f — 40, [4]f —40,,
[5] £ — 4 (b, + by), [6] £ — 4 (b, + by),
[7]1F — 4 (by + by), [8] £ — 4 (b, + b, + by),
[91f —2 (b, + b - ba) [10] f — 2(b, — by + by),

[11]f — 2 (b, + b), [12] £ — 2 (b; — by — by),

[13]f + 2 (b +b2 by), [14] ¥ + 2 (b; — b, + by),

[15] £ + 2 (b, — b, — by)

Im allgemeinen ist nur ein Teil dieser Wellen von
Bedeutung; es miissen aber in jedem Falle in der
Umgebung einer Resonanzstelle f, diejenigen Wellen
beriicksichtigt werden, welche in f, vollstindig ent-
artet sind. Um die Energieaufspaltung in den Punk-
ten P,, P,, P; und P (vgl. Abb. 6) zu berechnen und

e2ily+z—ua)

Xs = Vna Xu (2?/) Au (22)’
4= u 0
5 = 0 u
6= 0 0

A3:E3~E“)=2—€2y—

J. HOMILIUS

auf den zugehorigen Verbindungsgeraden zu ermit-
teln, verwenden wir folgende vier Ansitze.

Ansatz 1im Punkt P, = (111). In P, sind die Wel-
len [1] und [9] vollstindig entartet und durch die
H3-Stoérung wie folgt verbunden

1 -
EE 7% (V3 8), A‘ == E‘ —E® = :Ffv—
s=(@—+y+2]/)3.

Das Ergebnis der Storungsrechnung ist dasselbe
wie in der Einleitung, es ist lediglich in (8) bzw.
(10) m = |/3 zu wihlen und x durch s zu ersetzen.

kz

=
(42)

ke
Abb. 6. Erste B.-Zone des Gitters I';’ mit den Punkten

P,— (111), P,=(200), P,— (2%%) P, — (0%%)
P, — (210).

Bei Ansatz 2, der zum Punkt P, = (200) gehort,
sind entsprechend die Wellen [1] und [2], jetzt aber
durch die Stérung H* gekoppelt

1

x;:wxz(Q}x),AIEZE‘Z—‘EH)::F&‘);U (43)

Die Storung H? liefert, auf die Funktionen (43) an-
gewendet, keine weitere Aufspaltung, vielmehr miis-
sen die vier Wellen [9], [10], [11] und [12] noch hin-
zugefiigt werden, welche ihrerseits durch die Sto-
rung H* wie folgt verbunden sind:

Die Stérung H3 verbindet nun die Funktionen (43) und (44) zu einem gemeinsamen Ansatz

6
il = Z " Kr

r=1

2z
4= 4 = - + (44)
57 5 = -
6= 6 = +
(3 =), (45)

I=1



ELEKTRONENZUSTANDE KUBISCHER METALLE

439

worin die Koeffizienten aus einem Gleichungssystem sechsten Grades

6
Z [(A _A'r) 6rm - Tfm] ar

= (m=1,...,6) (46)
r=1
zu entnehmen sind. Darin ist
0 0 Tidt Thb— Tt Th——
0 0 T—++ T—t— T——+ T
3 — 3 o T+4++4 T—q-+ 0 0 0 0
(Tom) = (e H? ) = Tii T4 0 o i " (47)
Tepmeps T O 0 0 0
T4—— f I 0 0 0 0

mit den Elementen

T e [

Eag v 2z

Die Losung der Sakulargleichung von (46) ist fiir
die {200}-Ebene, also fiir 4, = 0 (_,, = 0) gut
angebbar, da nur das dritte Niveau mit dem ersten
und zweiten bei 4, = 4, = o gekoppelt ist, wah-
rend das vierte bis sechste Niveau wegen des groflen
Abstandes von den ersten Biandern als ungekoppelt
angesehen werden konnen. Es ist

R e T
== —7 $Hz + 2)+T+++
dy = Ay = vapg (49)
Ay mdy, Is~Ads, Ag~Adg.

Den Energieverlauf in der Umgebung des Punktes
P, = (2% %) konnen wir entweder aus Ansatz 2
mit der Transformation
1 1
AII == E +A(1/5)s Az == -2_ +AE’,5)

gewinnen, oder wir berechnen Eigenfunktionen und
Energieverlauf in einem Ansatz 3 analog zu oben
neu, indem wir lediglich die in f,® exakt entarteten
Wellen [1], [2] und [9] beriicksichtigen. Die Abwei-
chung von der mittleren Energie E® in der Ebene
A, = 0 lautet dann:

. Ag)+A§E) P
2 2

F ]/(A‘;’+A‘:’ — ”—;‘“—)2+ 20},  (50)
Jo = van + 5 (AP +42).

Man rechnet leicht nach, dafl in P’; = (% i;'-o) die

A=

gleiche Aufspaltung (50) vorliegt, wenn man die
Wellen [1], [9] und [10] zugrunde legt.

Weiter konnen wir die Energie in der Umgebung
des Punktes P, = (210) entweder so berechnen, daf3
wir in Ansatz 2 die GroBe A, =1 + A} setzen,
oder daB wir in einem Ansatz 4 die vier in £,'® voll
entarteten Wellen [1], [2], [8] und [10] den Stérun-
gen H* und H3 successive unterwerfen. Fiir zwei
Fille soll die Abweichung von der mittleren Energie
E® mitgeteilt werden, wenn man den letzteren Weg
beschreitet. Erstens folgt fir 4, =4, =0

M= — o T A S0k

Ay = vy tAD, (51)
dann fiir AJ' =0, 4, =4,

lé =F vy — ]/42] ;?““7(;200 + 7)1172

A3 =Foy + 442 + @£ o). (52)

™
6

—
-
|

Erq [Pl

/

(210) (210) (200) [a!]
a b

Abb. 7. Energiebander beim Gitter I',” iiber den Ge-
raden P3;Pg und PgP,. vy = 0,25 vgy9: vy, = 2:1.

)
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In Abb. 7 ist der Verlauf der Energiebénder auf den
Geraden P, P, und P, P, angegeben, wie er sich aus
den Gln. (43), (49), (51) und (52) berechnen lift.
Speziell ist die Energieaufspaltung in f;'® und £,'®
in Tab. 1 aufgefiihrt, wie sie sich aus Ansatz 3 und 4
ergibt.

4. Das raumzentrierte kubische
Gitter I',”

In Abb. 8 ist die erste B.-Zone des Gitters I',”
dargestellt, welche durch die B.-Ebenen vom Typ
{110} begrenzt wird. Die Ebenen vom Typ {200}
beriihren die Zone, wihrend die nichst héheren
Ebenen vom Typ {211} hohere Zonen einschlie3en.

kz

Abb. 8. Erste B.-Zone des Gitters I',”” mit den Punk-
ten P, = (110), P; = (111) und P, = (200).

Es werden darum die Storungen H? und H* fiir das
Verhalten eines Elektrons in der ersten B.-Zone cha-
rakteristisch sein. Im allgemeinen wird fiir einen
Wellenzahlvektor im positiven Oktanten der ersten
Zone naherungsweise eine 16-fache Entartung vor-
liegen, d. h. wir werden mit einem 17-fachen Funk-
tionenansatz rechnen miissen, namlich mit den Wel-

len [1] —[8] aus Abschnitt 3 und mit den Wellen der
Wellenzahlen

(9] £ — 2 (b, + by), [10] £ — 2 (b, + Dy),
(1] — 2 (b, + by), [12] £ — 2 (6, — by),
[13] £ — 2 (b, — b,), [14] £ — 2 (b, — b,
[15] £ — 2 (b, — by), [16] £ — 2 (b, — by
[17] F = 2 {8, — By

)s
)

’

Wiederum werden wir in bestimmten Gebieten der
Zone mit weniger Wellen auszukommen versuchen.

Im Ansatz 1 berechnen wir den Einflul der H>-
Storung des Punktes P, = (110) auf die dort exakt

J. HOMILIUS

entarteten Eigenfunktionen [1] und [9] wie in der
Einleitung. Es ist

2 (f20), Ay =8y — B9 = F gt

J2t=z+y. (53)

Im Punkt P; = (111) sind die Wellen [1], [9], [10]
und [11] entartet. Ein linearer Ansatz 2 dieser vier
Wellen fiithrt bei Beriicksichtigung der Stérung H?
auf ein homogenes Gleichungssystem vierten Gra-
des in den Koppelungsparametern, dessen Sédku-

1
= Vr®

largleichung auf der Geraden A% = A7 = 0 die
Losung hat:
A= — vy T AP+ 402,
A= oA, (54)
3

An der Stelle P, = (200)
sind die Wellen [1], [2], [9],
[10], [12] und [14] entartet.
Einen linearen Ansatz 3
dieser sechs Wellen kénnen
4 wir wie in Abschnitt 3 dazu
benutzen, zunachst Stérung
H*4, dann H3 zu beriicksich-
tigen. Die allgemeine Lo-
sung dieses Ansatzes soll
' 7 nicht weiter verfolgt wer-
den. Die Aufspaltung in £,
selbst ist in Tab. 1 ver-
merkt, wihrend die in die
sem Abschnitt gefundenen
Aufspaltungen in £, und
t,® als Spezialfille beim
Gitter I', schon gewonnen
wurden. In Abb. 9 sind die
Energiebédnder iiber der Ge-
raden P, P, aufgetragen, wie sie sich nach den Gln.
(53) und (54) berechnen lassen.

& EwlFl—
/f

) o) (&

Abb. 9. Energiebander
beim Gitter I,” uber

der Geraden P P,
vy = 0,15.

5. Folgerung

Als Konsequenz aus den in Tab. 1 zusammenge-
stellten Energieaufspaltungen ergibt sich die Mog-
lichkeit, die Energieliicke zwischen erstem und zwei-
tem Band fiir die drei diskutierten Gitter als Funk-
tion der wichtigsten Fourierkoeffizienten auszu-
driicken. Dies ist in Tab. 2 geschehen. Diese zeigt
zunichst, daB die fiir ein Isolatormodell maBgeb-
liche Energieliicke beim Gitter I', in der Ecke stets
groBer ist als auf den Kanten und Flichenmitten
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der wiirfelformigen ersten B.-Zone, falls die Koeffi-
zienten v,,, und #,;; von Null verschieden sind. Das
bedeutet, dafl die Energieliicke in der Folge der
Richtungen [100] — [110] — [111] ansteigt. Fiir das
Gitter I',” folgt, daB stets in der Mitte der die erste
B.-Zone begrenzenden {110}-Fliachen, also in der
[110]-Richtung, die geringste Energieliicke zu fin-
den ist, wihrend die Aufspaltung nach den Ecken
zunimmt, und zwar in der Folge [111] — [100]. Da-
gegen 1Bt sich fiir das I',’-Gitter wegen des im Ein-
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zelfall erst zu ermittelnden GroBenverhiltnisses
0 = | vgge/V11; | keine so einfache Aussage machen. Ist
0 = 1, so liegt in der [111]- und [100]-Richtung die
gleiche minimale Energieliicke vor, welche in Rich-
tung [110] — [210] ansteigt.

Herrn Prof. Dr. W. Franz sei an dieser Stelle herz-
lich gedankt fiir die Anregung zur Dissertation iiber
die Theorie der inneren Feldemission in isolierenden
Einkristallen und fiir seine fordernde Anteilnahme bei
der Durchfithrung der Arbeit.

n Anzahl
Gitter o7 [;] Richtung Energieliicke der
Wellen
T (100) [100] 2 vy * 2
(110) [110] 2 Min [vy4; + V1103 2 V190] 4
(111) [111] 2 Min [3 2,49 + V1113 Y100 + 2 V110 + V1115 2 V100 + 23111 ‘ 8
i (111) [111] 2 v, 2
(200) [100] 2 V909 2
33
(o) | o Vo ger . 3 Y
11 } Min [V V300 + 80113 5 V200 + ) ‘/:%00 + 8vin ] 3
(2 E [411]
(210) [210] 2 Min [2 vyy45 Vage 1 V111] 4
r,” (110) [110] 2 110 2
(111) [111] 4 v, 4
(200) [100] 2 Min [2 vy59 + V9003 3 ¥170] 6

* g, FuBBnote unter Tab. 1.

Tab. 2. Energieliicke zwischen erstem und zweitem Energieband.



